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Die Bestimmung des Drucks an gekrümmten Gleit· 
flächen,  eine Aufgabe aus der Lehre vom Erddrnck. 
Von  Prof. Dr. FRrrz KÖTTER 
in Berlill, 
(Vorgelegt von IIrn. MüLLER-BRESLAu.) 
COULOMB'S  Betrachtungen über die Bestimmungen des Seitendrucks der 
Erde.  welche  noch  heute  den theoretischen Untersuchungen  auf dem 
einschläg'igen Gebiete  als Ausgangspunkt  dienen,  beruhen im Wesent-
lichen  auf zwei  Grundla.gen,  von  denen  die  eine  - physikalischer 
Natur - COULOMB'S  Anschauung über das Wesen der Druckkräfte im In-
nel'n sandförmiger Massen zum Auschuck bringt, während die andere-
geometrischer  Natur - eine  vereinfachende Annahme ist,  vermittels 
deren  die  erstere  scheinbar  erst  brauchbar wird für eine durchzufüh-
rende  Bestimmung  des  Seitendrucks  der  Erde. 
Dass  aber  thatsächlich  die  Annahme  ebener  Gleitflächen  für  die 
Bestimmung  des  Seitendrucks  der Erde  insofern nicht  unbedingt  er-
forderlich  ist,  als  sich  auch Idr beliebig vorausgesetzte krumme Gleit-
flächen  die Druckvertheilung  genau bestimmen lässt,  habe ich an an-
derer Stelle hervorgehoben.  Die Schwerfälligkeit der damals gegebenen 
Ableitung  war für mich  Veranlassung  zu  wiederholtel'  Beschäftigung 
mit  dem  fraglichen Gegenstande,  welche  mich  auf eine Entwickelung 
führte,  die  vor  der älteren,  wie  mir  scheint,  den  Vorzug  grösserer 
Einfachheit und Übersichtlichkeit besitzt,  und  deshalb  im  Folgenden 
mitgetheilt werden  soll. 
Es  sollen  im  Folgenden  mit'Y und p' das  specmsche Gewicht und 
der· Böschungs- oder  Reibungswinkel  des  Sandes  bezeichnet  werdeu; 
zur  Bestimmung  eines  Punktes in der  ZUl' Längsrichtung  senlu'echten 
Ebene E  soll uns ein Coordinatensystem dienen, dessen Anfangspunlet 0 
im Innern  des Erdreichs  liegt,  dessen x-Axe  wagerecht auf die Mauer 
zu  gerichtet  ist und  dessen  y-Axe lothrecht nach  unten geht.  Ein 
vom Punkte P  mit  den Coordinaten x, y  ausgehendes Linienelement dy 
in Richtung der y-Axe  möge  nun  von  der Seite  der kleineren x  einen 
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in Richtung'  der x- und y-Axe Ci",  l)ez. 'T  heissen  m()gen;  darm  erfährt 
das  von P  :tusgehclHle wagcrcchtc Linicl1f'lemünt t/;.t:  von Seite der klei-
neren y in Richtung  der .'fc-Axe  ebenfalls die Druek(~nmpOlwllte 'T,  wnh-
reml die nach unten gerichtete Componente  (J,1I  heis~en soll.  Es gelten 
zunächst  die  heiden  Gleichungen: 
dCi",  d'T 
--~~ +,  .. ~.~  =  0 
d.!:  dy  Ia. 
Ih.  eh  dCi" 
3x+'dy =  ,)" 
und.  zwar  unahhängig  von  der hesonderen physikalhwlwn I3esdwfl'en-
heit  des  Sundes. 
Ein  beliebiges  VOll.P nusgehen(Ies Linienelement ds!  welches  mit 
der  Richtung  der x-Axt'  den Winkel cp,  mit  der  :Riehtung  eIer lJ-Axe 
den Winkel!!... - rI)  einscllliesst,  möge VOn  der nnter(\Il Seite hel' einen  2  y  -
Druck  erfahren,  dessen auf die I..Iäl1geneinheit berechnete Grösse gleich 
p  sein  soll,  wiihrend  seine Richtung mit  dem  nach  011cn  gerichteten 
Theil  der Normale  von  ds  <1('11  Winkel  U,  mit  ds  :-;(~lb:·;t  den VVhlkel 
ff  • 
- +  'lt  eillschliessen  soll.  Betrachtet man nun ein EI('llWlltar-Dreic('k, 
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welches  entsteht,  indem  man  durch  den Anfangspunkt P  von  ds  eine 
Pa.rallele  zur  x -Axe,  durch  den  Endpunkt  aber  eine  PUl'nlleln  zur 
y-Axe  sich  g'ezogen  denkt,  so  erhält man,  da die vorn  Eigengewicht 
des Sandes  herrührenden Glieder unendlich klein yon zweiter Ordnung 




pc08(~t+IR-(/»d8  =  (J",dy-rda:, 
psin(u+IR-(/»ds = (Jyd.'v-nly, 
p sin «I) - ~t) =  U,~ sin (/) - r eos Cf>  , 
P  cos (cf> - '1.6)  =  Ciy COS (/)  - 'T Hin (/> , 
aus  denen  unmittelbar folgt 
lIla.  p  =  (J,1' sin  cp  sin  (cf> - u) - 'T sin (2cp - u) +  Ci'I eos Cl)  eos (cl) - ~t), 
IIIb.  0 =  U,l1 sin  cl>  cos (cp - u) - 'T ces (2C/> - u) - Cill ens cl>  sin (c/> - u) . 
Insofern  nun  die  drei  Grössell  Ci""  'T,  u y  bcstimmte  FuuetioIlCIl 
VOll  x  und y  sind,  werden  durch  die beiden  Gleic1nmgen  für  .i eeles 
Linienelement  der Druck p  und  die  Druckneigung  U  als  Functionen 
der  drei Grössen  x,  y  und  (p  bestimmt.  Die Ableitungen von ~t llach 
den  drei  Grössen  x,  y,  cp  erha.lten wir,  inclem wir a.uf Gleichung nIb 
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wir noch  sofort.  llem('rken, 
u  offenbar  gleich  +-p  ist. 
tt  die  drei  Gleichungen 
dass  die partielle Ableitung von IIIb nach 
Demnach  gelten  für  die  Ableitungen  von 
c)u.,.  .  d1'  du.'  du 
IVn.  0  =  -",  . sm  cp  cos (cp - tt) - -""  '. ros (2(/) - u) - ':\  1I  COS  (f>  S111 (ep - u) + PO), 
(IX  oa:  va:  oa: 
dux  .  eh  du"  '  dU 
IV b.  0  = "al!  SIll Cf  cos (cf> - u) --()ycm;; (2(/1 -u)  - -3;;- eos 1) sin  (cf> -u)  + P -dy  , 
IVe.  0  = Ü,,, ('OR (2CP -tt)  +- 2'1" sin (2$ -u)  - uy  COS (2cp - u) + p  ~; .  ' 
Dip yorstehend mit römischen Ziffern bezeichneten Formeln gelten 
für  alle Linienelemente  ;  wollen wir zu den Elementen  der Gleitfläche 
übergehen, 80 müssen -wir  dem Neigungswinkel u seinen grössten Werth 
P beilegen  und  gleichzeitig  die  drei Ableitungen VOll u nach ,'V,  y  und 
Cf)  gleich  Null setzen.  Diese  speciellell  li'ormeln  wollen  wir  durch 
arabil;che  Ziffern  kennzeichnen.  Wir erhalten zunächst aus IVa-IV  c 
die  Fm'meIn 
O  du",.  )  d1'  (  dulI ,.  ( 
I.  =  ',:\'-SIIl(pCOS(c!)-P  --~--_·cos 2(/)-p)- ,:\---C081)S111  CP-p) , 
oa:  va:;  oa: 
O  oüx •  ~  <h  dUtt. 
2 .  = -'.)-- SIll Cl)  COS (q) - p) - "'--cos (2  (f> - p) - ~  cos <p sm  (  cp - p) , 
oy  oy  uy 
3.  0  =  er.l·cos(2(p-p)+- 21'sin(2cp-p)-ul/COS(2ep-p). 
Die  Formel IIla  für  p  lässt  zunächst  noch  eine  leicht  vorzu-
nehmende  Umformung  zu,  welche  liefert 
V~l.  P =  -~(ux+  ull) cosu- :  k", cOS(21) -u)  +  21' Sin(2ep- 1.6) - Uu COS(2(? -U)t· 
Setzen  wir  hierin  26 = p,  HO  erhalten ,viI' mit Rücksicht auf Glei-
chung 3 
4· 
Endlich  erhnlten  wir  HUS  IIIb  zunächst 
Vb.  0  =-;-lCu", sin(z1) - 'l6)  - 21' COS (2</) - ~t) - er  ..  !  COS(2(f) -'l.t)l +  ~ (v", +  vl/)  SillU 
oder, wenn wir unter Benutzung von  4  auch hier zur Gleitfläche über-
Irehen  b  , 
5.  ptnngp =  --~  iCu",Sin(Z(p-p)-21' COS(2(p-p)-vu COS(2CP-P)~' 
Die  unter 1-5 aufgeführten  Gleichungen  dürfen,  da  sie  nicht 
mehr für jedes Linienelement  gelten,  aüchnicht mehr  partiell  nach 2H2  Sitzllng der physikalisch - mathematischen Cla'!se vom  213.  Fehruar  19():~. 
x,  y  und </I  <lifl'prel1zirt werden,  -wohl  aber diirf('n  sie,  (la  sie für alle 
Linienelemente  der GleittInehe  gelten,  nll  eh  der BogenHinge .<1.  der letz-
teren  dift'el'cnzil'twerden  und  zwar  na{'h  \leI'  Forn1(~l 
dU  {}  [J da:  au  cly  d l.' dC/I  a  CI  ,  0 F  .  a  zr  dcp 
(fS = -8x(l8 +'Jy"  d'l  +~1~-(i.'I·· =  cb'  (,oS <I> +  C1,1/'  sm <I) +  ocf>  dli  ' 
So  erhalten  wir  uus  -+  (Hp  FOl'llH'l 
dp  _  I  (()o-~  ()a:,,).,  ..  ,  I  (dlJ;r  3U:t{)"  .'  (6.)  ---d - - ':\,. +"'  ..  "  cos cp  (OS [) +.  ':\.  +  '_\.  stIl q>  <Os a 
S  2  o:.V  etx;  '2 oy  o:/f  .  . 
und  RU::;  3 
( 
rl  '))  '.'  CO-'"  C(j"  .  07". 
0=  .. "' ....  -""  CfJS(/)COS(2C/'-C)+2,:\  eOS(pSlll(2<p-a) 
Q:V  oX  .  a~r  { 
was  mit 
( 
do-r  d(jv)..  31'  •  )  +,,:  - ",'  sm cp sm (2  (I' -0)  +  2  ':\  sm cl)  ('OR (2  cl' - 0  oy  CI!!  .  ay  , 
- 2 {O"xSin (2f/l - p) - 21' COS t2q> - p) - ()"!I COs (2cfl - P)~  :~~ , 
Rücksicht  auf 5 
ckf> 
4Ptangp-JS' = 
die  Formel 
( 
d  Ü,x  dÜv)  .  () ..  --3-:;;' - -ax- cos f/l eOR (2  cp - p) - 2  aa.~  eos <!>  sill (2  cf' - p) 
( 
(}O-,x  dÜU)  CI ..  - -'--- --..  sin (I)  cos (2(? - p) - 2  r  sin cp  sin (2  cJ) - p) 
dy  dY  cl,lJ'  . 
ergiebt. 
Aus  6  und  7  el'giebt  sich  dann  weiter 
(8.)  dp  _  2ptal1gp _~cp_= 
ds  .  d..'1 
dü.,.  .  dü,..  ..  ;-)-
dX  eos  <f1 eos (C/l -p)  +--3;- cos (I> sm  cp Slll (1) -p)  +a~;. ('OS </> sin (2(f> -p) 
dÜ",  dü,  cl ..  'dy sin (I) eos (f) eos «/) - p) + -'0; sin'cl) sin  (Cf) - p) +  'd,1J  sinq' sin (2  (/l - p) • 
I  d  .  I'  .  fi"  d(jy  .  (  )  1"  au~,  ..  n  em WIr ncrmur",·-cos (I' SIll  (/J - P  un<  für,:\  sin  cl) cos (cf> -p) 
oX  oy 
die beiden vVerthe  setzen,  welche sich aus  I  UlHl  2  ergehen,  nämlich: 
()üy •  ao-",  .  Cl .. 
~  COS (/l sm  (1) - p) = -15-' -sm  cf>  eos «(f> - p) - .'-.' cos (  2 (f' - :J) 
OX  oX  (Ja:  .  ' 
und 
(Jo-x  .  dü.  d  .. 
"'--sm  cp eos (c/l - p) = _",_J!.. cos cl> sinl  (/) - 0) +  ,  eos ( 2  (/, - 0)  oy  oy  \,  .  'dy  .  ,  ' F. KiiT'l'ER:  Dl'uckbestimmung  fiil' krumme  Gleitflächen.  233 
so  erhalten  wir  die  Gleichung' 
dp  dcp 
_._- 21Jümgp-········· = 
ds  ds 
Cl (f  .l>  (  )' ("  •  d1"  (  --Ci;  cos  ep - p  cos  </) +  sm
2  ep) +  8';':- sin (2</J - p) cos cf) - cOS (2q) -p)  sin ep) 
d(fy  •  (  )  (  .,  •  2)  01" (  (  )  "d!i S111  Cf>  - P  cos  cf) +  sm  cf)  +3-;;  co,<;  2(1' - p) cos ep +  sin  </J sin (2<p -p) , 
oder  wenn  wir  uie  Glieder mit I-Hilfe  bekannter trigonometrischer Be-
ziehungen  vereinfhchen, 
dd W ,- 2Ptangp~d~P =  (~~~.+ ~-)  cos «p_p)+  (~1"  +"~(fy) sin(q)-p). 
s  .<;  ox  oy  oX  oy 
Benutzen wir nun noch die Gleichungen Ia und Ib, so erhalten wir 
sehliesslich  folgende Differentialgleichung'  zur Bestimmung  des Drucks 
an  der  Gleitfläche: 
dp  dq> 
ds  - 2 P tang  P ds  =  ,)'sin (cf - p), 
deren  Lösung  sich  unmittelbar hinschreiben lässt. 
( I O.  )  P =  'Ye +  "." tang e f  e - 2'" tang e sin  (cf> -p)  d-s • 
Die erforderliche Quadratur gestaltet sich besonders einfach, wenn 
die Bogenlänge, wie z. B. bei der Cy  kloide und ähnlichen Curven, durch 
ein  einzelnes  Glied von  der  Form 
A sin (~(<p +  a) 
oder ein lineares Aggregat von solchen Gliedern darstellt.  Jedem solchen 
Gliede  entspricht  da.nn  ein  Bestandtbeil von  der Form 
a I  sin  (cl) - p) cos  (~l1) +  a) +  a. cos (cf> -p)  cos (~(<p + a) 
+  1>. sin «p - p) sin (&1) +  a) +  b, cos (cp - p) sin (&cp + a) , 
dessen Coefficienten  sich  leicht bestimmen  lassen.  . Zu diesen Gliedern 
kommt noch  das  mit  einem  willkürlichen  Factor behaftete  Glied 
Ist aber  erst  der Druck  an  der Gleitfläche  bekannt,  so lässt sich 
der Druck  der Erde  gegen die Stützmauer nach Grösse,  Richtung und 
.AngTift~'3punkt  bestimmen. 